«Beweisen, Kurtchen, beweisen!»’

Was tut ein Mathematiker, wenn er beweist? Wie sicher ist eine bewiesene Aussage, etwa
im Vergleich zu einem Beweis in den Naturwissenschaften oder in der Justiz?

Que fait un mathématicien en &tablissant une preuve? Cette derniére est-elle certaine?
Est-elle comparable a une preuve scientifigue ou judiciaire?
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Man hiirt immer wieder, dass mathematische
Aussagen gegeniiber Aussagen anderer Dis-
ziplinen den Vorzug geniessen, beweisbar zu
sein, dass es kein Wenn und Aber und Viel-
leicht gibt und dass man, ist eine Aussage
einmal bewicsen, nicht mehr anderer Mei-
nung sein kann, ausser man riskiert bewusst,
sich dem Vorwurf der Sturheit und Ignorana
auszusetzen. Was ist es aber, was einen Text
#u einem Beweis mache? Was mut ein Mathe-
matiker, wenn er beweist? Und wie sicher ist
eine bewiesene Aussage wirklich? Dieser Text
versucht, diese Fragen mit verschiedenen
Huiﬁpiulcn anzugehen, sic auszuloten und

ithnen, wenn miglich, Antworten 2u geben,

1 Wer hat nicht schon von der Newnerpro-
fe gehirt oder sie gar angewendet; Eine
natiirliche Zahl ist genau dann durch 9 teil-
bar, wenn thre Quersumme durch 9 teilbar
ist. Einige Beispiele, in denen Q_immer die
Quersumme bezeichne, misgen dies belegen:
= Die Zahl 72 (=58*9) hat Q=9; beide Zah-
len sind durch 9 teilbar!
* Dic Zahl 198 (=22"9) hat Q=18; beide
Zahlen sind durch 9 reilbar!
* Die Zahl 1017 (=113%9) hat Q=9; beide
Zahlen sind durch 9 teilbarl
Und auch wenn wir hundert Beispiele rech-
nien, stets wird sich dieses Besondere ereig-
nen, und einmal werden wir ermiiden und
denken: Na prima, mit der Neunerprobe hat
es wohl seine Richripkeir. Nun kinnre sich
aber, wenn wir die Neunerprobe auf diese
Weise akzeptieren, ein Gefiithl der Unzufrie-
denheit in uns breit machen: Vielleiche tiun-
schen wir uns doch und hatten mit den his-
herigen Beispielen einfach nur Glick. Kénn-
te es nicht sein, dass wir, wenn wir Zahlen
ganz anderer Gn"}ﬁﬁl.::m:'dmmf_c untersuchen,

ein Gegenbeispiel finden, eine Zahl, die nich
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durch 9 teilbar ist, obwohl] ihre Quersumme
durch 9 reilbar ist? Welchen Wetteinsarz
wiiren wir fiir die allgemeine Giltigheit der
Neunerprobe bereit zu riskieren? Zudem ist
es unbefricdigend, cine Regel allein deswegen
zu akzeprieren, weil eine erdriickende Men-
ge von Beispielen sie uns einreden will. Wir
miissen 2ugeben: Wir verstehen die Neuner-
probe noch nicht!

Im Gegensatz zur Mathematik ist in den
MNaturwissenschaften eine erdritckende Men-
ge von Beispiclen hiufig Anlass zur Postulie-
rung eines (Natur-) Gesetzes, Doch withrend
es dort darum geht 2w erkennen, das sich
etwas o urtd 5o verhidlt, und ein naturwissen-
schaftliches Geserz Bestand hat bis zum
ersten Auftauchen ecines Gegenbeispieles,
geht es in der Mathematik darum zu verste-
hen, dass sich etwas so und so verhalten s,
Wenn wir diese Art von Verstiindms anstre-
ben, werden wir durch das Anhiiufen von
immer weiteren  Beispielen die  absolute
Sicherheit, die letzte Gewissheit niche erlan-
gen kinnen, Es dringt uns, hinter die Kulis-
sen zu schaven, den tieferen Grund zu erfah-
ren, eine noch verborgene Eigenschaft au
entdecken, die das Auflisten weiterer Bei-
spicle {iberfliissig und licherlich macht, es
dringt uns, die Sitvation ganz und gar zu
persfehen.

Dabei kann uns ein Beweis helfen. Den
unwiderlegharen Belegen dhnlich, die dem
Detcktiv den Tathergang aufdecken, versetet
uns ein Beweis in die Lage, beziglich der
Neunerprobe absolut sicher 2u sein und,
mehr noch, zu verstehen, weshalb es sich so,
wie in der Neunerprobe behauptet, verhalten
menss, Und wenn der Beweis vollbracht sein
wird, werden wir in uns ¢in Wohlgefihl wie

nach einem geltsten Fall empfinden.
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stellen wir uns vor, jemand tritr an uns

heran mit der Behauptung «dlfe Zahlen
der Form 202741 fiir n=1,2,3,... sind prine.s
Wie werden wir reagieren? Nun, es kann sich
schon lohnen, cinige Beispiele zu untersu-
chen, denn immerhin kinnte es sein, dass die
Aussage falsch ist und dass wir dic Falschhert
sofort entdecken:

282141 =2241=5

2" =241 =17

242341 = 2841 = 257

212441 = 21641 = 5537
[Yie Behauptung scheint aber stichhalng zu
sein: 5, 17 und 257 sind sicherlich prim, fir
65537 ist ein etwas grosserer Aufwand nénig,
doch wenn wir ihn nicht scheuen, zeigt es
sich, dass auch diese Zahl prim ist. Wie sicher
sind wir beziglich der Behauptung? Prim-
zablen sind widerspenstige Objekte, und es
scheint  angebrache, vorsichtig 2u  sein,
Betrachten wir noch das niichste Beispiel:

282541 = 23241 = 4'294'967°297
Ist das prim? Nun sind wir in einer zwiespil-
tigen Situation: Die Zahlen werden so riesig,
dass es sich empfichlt, genau dariiber nach-
zudenken, ob sich der Aufwand lohnt! Sollen
wir diese Zahl auf Primheit testen, oder wol-
len wir von der Richtigkeit der Behauprung
schon fiberzeugt sein und nach einem Beweis
dafiir suchen?

3Dic Mathematiker haben das Beweisen
nicht fiir sich allein gepachtet. Wenn ein
Ankliger erklirt, man habe einen Indiziende-
weds filr die Urheberschaft einer Tat, so meint
er damit, dass starde Grinde fir diese Urhe-
berschaft sprechen, dass freilich die leteten
Zweifel noch niche ausgeriiume sind, Wenn
Wialter in «aDer zerbrochene Krugs' ruft:
«Zur Sache bier. Vom Krug ist hier die
Rede. — Beweis, Bewens, dass Ruprecht
thn zerbrach/s,
so verlangt er nach juristischen Belegen fiir
die Schuld Ruprechts, die so schlissig und
iiberzeugend sind, dass eine andere Titer-
schaft unmiglich ist. Dass juristische Bewei-
se aber heikel sein kiinnen, zeigt etwa das
Beispiel des Alfredo Traps aus Diirrenmatts
wDie Pannes, der den thm vom Gericht der
Pensionierten zur Last gelegten Mord erst
zuriickweist («Beweisen, Kurtchen, bewei-
senls), dann aber, withrend des gewaltigen
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Besiufnisses, in einer Anwandlung von Stolz
und dem Wahn eigener Bedeutsambkeir, das
Verbrechen fiir sich reklamiert und sich
erhiingt, obwohl die Beweise ihn nicht eines
Verbrechens tiberfithren, das juristisch ver-
folgt werden kinnte. Gleichwoh! scheint ein
mathematischer Beweis doch einen Adberen
Grad an Sicherbeit wu erzeugen. Wihrend
durch juristische Beweise schon oft Unschul-
dige verurteilt wurden, ist kein cinziger ein-
mal anerkannter und dberpriifter mathema-
tischer Beweis jemals nachtriiglich verworfen
worden, Wir werden uns fragen miissen,
worin das genau legt.

Zuerst geben wir aber Auflésungen zu
den oben besprochenen Problemen an: Um
zu beweisen, dass die Behauptung aus 2
falsch ist, muss lediglich ein Gegenbeispicl
angetiihrt werden: In der Tar ist die lerzrte von
uns notierte Zahl nichr prim. Euler fand
niimlich die Zerlegung

4'294'967°297 = 641*6'700°417.

Die in 1 formulierte Neunerprobe ist korrekt,
wie ein Beweis zeigt: Wir fithren ihn fiir vier-
stellige Zahlen; bitte {iberzeugen Sie sich
davon, dass er analog fiir jede andere Stellen-
zahl gefiihrt werden kann. Sei also n eine
beliebige vierstellige Zahl. Wir noticren sic in
der Form

n= a | b | ¢ | d ]
wobei die Ziffern a, b, ¢, d der Menge
[0,1,2,....9] entstammen. [a wir im Zehner-

system rechnen, kann n auch so notiert wer-
den:

n=1000%a + 100*b + 10*c + d.
Direi einfache Umformungen fithren 2u:

n = (999+1)*a + (99+1)*b + (9+1)*c+ d

== n={999%a + 99*b + 9%c) + (a+b+c+d)

=0 n=(999%a + 99*b + 9%c) + Q.
Nun schen wir, dass jede beliebige Zahl n
stets so in zwei Summanden zerlegt werden
kann, dass der eine Summand gleich der
Quersumme und der andere Summand
jedenfalls durch 9 reilbar ist. Somit entschei-
det allein die Quersumme dariiber, ob die
Zahl durch 9 reilbar ist oder nicht, d. h. n ist
genau dann durch 9 teilbar, wenn Q_durch 9
teilbar ist. Damit ist ein Verstindnis dafiir
erwachsen, dass es fogisch unmeglich ist, dass
die Neunerprobe versagt.
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Was ist ein mathemarischer Beweis? Fer-

mat schrieh, das Wesen eines Beweises
sei, «Glawben zu erzwingens'. Erzwungen
kann der Glaube an die Aussage aber nur
werden, wenn es lgisch unmaglich ist, dass die
Aussage verletzt werden kann. Wie genau
schafft es dic Mathematik, diese logische
Unmisglichkeit herbeizufiithren? Betrachten
wir dazu einen weiteren Beweis: Auf die
Pythagoreer’ geht die Entdeckung der irr-
tiamalen Zablen zuriick. Dass irrationale Zah-
len (wie etwa ¥2) existieren, passte so wenig
in die Lehre des Pythagoras, wonach alle
Vorgiinge der Welt sich durch Verhiiltnisse
natiirlicher Zahlen (also durch rationale Zah-
len) ausdriicken lassen, dass der den Lehren
des Meisters sehr streng verpflichtere Teil der
Pythagoreer (die Akusmariter) den Beweis
fir die Irrationalitic von V2 unter allen
Umstinden #u verheimlichen suchre, Wir
wagen es dennoch, den Beweis hier anzuge-
ben.

Angenommen, Y2 wiire nicht irrational,
also rational, so wiire eine Darstellung

v2=alb
mit natiirlichen Zahlen a und b (b=0) még-
lich. Quadrieren wir diese Gleichung, so
erhalten wir

2 = ai/b?,
wobel wir die Definition von « Wurzels (dass
ndmlich (V2)2=2 ist) sowie ein Potenzgesetz
(dass namlich (a/b)2=a2/b? ist) benutzen.
Durch Multiplikation mit b? erhalten wir

2b= a2
Denken wir uns nun die beiden Zahlen a und
b in Primfiktoren zerlegt, Nach einem
bewiesenen Satz ist diese Primfaktorzerle-
gung eindeutig, und es gilt zudem, dass das
Quadrat einer Zahl jeden Primfaktor entwe-
der gar nicht oder aber in gerader Anzahl
enthiillt. (Warum?) Daher enthilt a? den
Primfakror 2 entweder gar nicht oder in gera-
der Anzahl, und dasselbe lisst sich iiher b2
sagen, Der Term 2b? enthiilt demnach den
Faktor 2 sicher in ungerader Anzahl! Daraus
folgt nun, dass, wenn V2 rational ware, cine
Gleichung entstiinde, deren rechre Seire den
Primfuktor 2 entweder gar nicht oder in gera-
der Anzahl, und deren linke Seite ihn in
ungerader Anzahl enthielte, Das ist wegen
der Eindeutigkeit der Primfuktorzerlegung
logisch unmoglich!

Was machr diesen Beweis nun so robust,
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so unanfechtbar und immun gegen jede Art
von Lweifel? Beachten Sie, welcher Art
unsere Begrindungen waren: Wir haben die
Definition von «Wurzels, ein Potenzgesetz
und einen Satz iber Primfaktorzerlegung
benutze: Eine Definition und schon bewiese-
ne Sitze, nichts anderes. Wer wollte Zweifel
an einer Definition anmelden® Es handelt
sich ja um eine Konvention, eine Beseich-
nung oder Sprechweise fiir cinen bestimmten
unzweideutig vorgegebenen mathematischen
Sachverhalt. Und wer wollte einen schon
bewiecsenen Sarz in Zweifel wiehen® Freilich
wird nun klar, dass der von uns bewiesene
Satz gleieh sicher ist wie die in scinem Beweis
benutzten frither bewicsenen Sirze. Wie
sicher sind aber diese Sdtze? Nun, natiirlich
gleich sicher wie die in ihren Beweisen
benurzten noch frither bewiesenen Sirze.
Und wie sicher sind diese Sitze? = Das erin-
nert an das endlose Fragen eines wissbegieri-
gen Kindes, und genau so, wic man dabei das
Gefiihl hat, dass die Fragen cin Ende finden
miissen, verspiiren wir bel den mathemati-
schen Sitzen den Drang, das Absteigen zu
immer fritheren Sitzen 2u stoppen. Wie kann
dus Ende dieses Absticgs bew. der Anfang
aller Siitze aussehen? Nun, wir miissen cin-
mal zu den serstens Sitzen vordringen, die
sich nicht aus noch frither bewiesenen Sirzen
beweisen lassen. Mathematiker nennen diese
Sitze Axieme’, Es handelt sich dabei einer-
seits um Aussagen grivestmiglicher Plausibi-
litiit oder einfach nur um von (fast) allen
akzeprierte Sitze, die dic Mathematik wie
eine Art Spiel in Gang setzen. Die Axiome
selhst sind nicht beweisbar, doch wenn wir sie
zum Beweis von Sitzen heranzichen, so sind
diese Sarze dann sicher relutiv zu den Axiomen.
Wenn wir von der Korrekrheit der mathema-
tischen Axiome dberzeugt sind, kénnen wir
an den aus ithnen erzeugten Sitzen nicht
zweifeln,

Zudem wird in der Mathematik festge-
legt, welche Sehlussweisen erlaubt sind, d. h.
wie genau man von einer schon begriindeten
Aussage #u einer niichsten voranschreiten
kann, und dieses streng reglementierte
Schlussfolgern erméglicht dann den Aufbau
von aus den Axiomen bewiesenen Sitzen und
einen nach oben offenen Uberbau von immer
neuen bewiesenen Sitzen, Und das macht die

mathematischen Beweise so sicher: Es wer-
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den zur Begriindung der einzelnen Schritte
ausschliesslich Definitionen, Axiome und
schon bewiesene Siitze herangezogen, und es
gibt davon nur endlich viele; zudem sind die
Schlussweisen vorgeschricben, und alles ist in
einer Kunstsprache abgefasst, die keinen
Raum lisst fiir Zweideurigkeiten und Miss-
verstindnisse.

Wenn Descartes alles Beeweifelbare nie-

derreisst und nach einem sicheren Grund
fiir seine Philosophie sucht’, so sucht er
gewissermassen dic Axiome sciner Philoso-
phie, einen festen Stand, von dem aus sich
Aussagen ableiten lassen, die sicher relativ zu
den Axiomen sind. Wenn Luther fordert”,
sder Legat oder selbst der Papst sollen niche
nur sagen, du irrst, du hast falsch gelehrt,
sondern den Irrtum in der Bibel nachweisen
und Begrindungen anfiihrens, so sind die
Aussagen der Bibel fiir ithn die Axiome, und
er fordert, dass jede theologische Sentenz
daraus zu «beweisens ist. ﬂbrlgﬁns hat sich
die Theologie verschiedentlich der in 4
besprochenen mathematischen Beweisme-
thode bedient. In der Absicht, die Existenz
Gaottes zu beweisen, hat etwa Anselm" defi-
niert;
Gotr = Dasjenige, wozu nichts grisseres
gedacht werden kann®,
Dann shewiess er, dass Gott in Wirklichbedt
existieren muss, da aus der Annahme, Gorr
wiirde mur im Geist existicren, geschlossen
werden konnte, dass etwas grosseres gedacht
werden kann, niamlich der in der Wirklich-
ket existicrende Gott dann aber wiire Gorr
nicht mehr dasjenige, wozu nichts grésseres
gedacht  werden  kann,  Widerspruch!
Anselms aBeweise stiiter sich also auf eine
Definition und mindestens auf das Axiom,
dass ein in Wirklichkeir existierendes Ding
grosser ist als das entsprechende nur im Geist
vorhandene Ding, Damit versucht Anselm,
seine Schlussfolgerung unempfindlich gegen
Kritik 20 machen, und in der Tat ist die
Schlussfolgerung korreks; dic Definition und
das Axiom sind aber, genau so wie in der
Mathematik, keineswegs geschiitzt gegen
Kritik!

Es darf nicht verschwicgen werden, dass
bei der alltiglichen Arbeit des Matheman-
kers und der Mathemartikerin die Orientie-

rung an Definitionen, Axiomen und frither
bewiesenen Siitzen nicht im Vordergrund
steht, Soll eine neue Vermutung bewiesen
werden, so ist zuniichst ein guter Einfall, eine
starke ldee notig. Erst danach kann der
Beweis zu einer Abfolge begriinderer Schrit-
te ausformuliert werden, die alle Beaug neh-
men auf Definitionen, Axiome und frither
bewicsene Sitee.

Zum Schluss sei noch ein kleines marhe-
matisches Problem gestellt, zu dessen Lisung
ein guter Einfall nttig ist, Sie sind herelich
eingeluden, sich an dem Beweis zu versuchen,
{(Eine Lasung finden Sie in den Anmerkun-
gen™.) Wir behaupten: Aus den 3% Zablen
(k=2)

0.,1.2.3, ... .3k1
konnen mindestens 2* verschiedene Zablen ans-
gewdblt werden mit der Eigenschaft, dass drei
belichige Zablen achec dieser Auswabl mit
Stcherbett unterschiedliche Abstdnde babden, d. b,
duss e-frat g ist. Kiinnen Sie das beweisen?

6[]1: Mathematik ist einem spexiellen
optischen Gerir vergleichbar, dus Teile
der Welt sichtbar macht. Genau genommen
macht es dicse Teile nichr sichtbar, sondern
bildet komplizierten,
undurchschaubaren Mechanismus ab, Wenn
wir Beweise fithren, so beweisen wir nicht

sic  durch  cinen

Sachverhalte der Welt, sondern immer nur
Sachverhalte dicser Abbildung; wir beweisen,
dass gewisse Elemente der Abbildung in
gewissen Berichungen zueinander stehen. In
diesem Sinne lisst sich dber die Mathemarik
sagen, was K, Popper' iiber das menschliche
Wissen sagte: «Unser Wissen ist ein kritisches
Raten, ein Netz von Hypathesen, ¢in Gewebe
von Vermutungen.» In dicsem Gewebe sind
die mathemanischen Beweise reissfeste Strin-
ge, doch ihre Enden sind an tausend Stellen
mit dem restlichen Gewebe verkniipft, und

an diesen Swellen kann das Gewebe reissen...




